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Matiere : Mathématiques Niveau: 2S¢ Math

Coefficient: 9 Durée : 4 heures

- La durée de I’épreuve est 4 heures.
- L’épreuve comporte 5 exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat .

Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques......ccc.ccevenrrennennee. (4,5pts)
Le deuxiéme exercice se rapporte a l'arithmétique.......ccceeeerrenierrencreencrennnnns (2pts)

Le troisieme exercice se rapporte aux nombres complexes........cccceerenereenernnens (3,5pts)
Le quatriéme exercice se rapporte a I’analyse (fonction et suite implicite)......(6,5pts)

Le cinquiéme exercice se rapporte a I’analyse (fonction définie par intégrale).(3.5pts)

» L’'usage de la calculatrice n’est pas autorisé.
» L'usage de la couleur rouge n’est pas autorisé.
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Exercice 1) 4 ;5 points

On rappelle que (C;+;%) est un corps commutatif et que ((MZ(R);+;X) est un anneau

unitaire non commutatif.
Soient o une solution dans C de I’équation z2+z+1=0 et

Q[a]={a+ba/(asb)e Q?}.
On pose (Q[oc])* =Q[a]-{0}

(On ne demande pas de trouver la valeur de a0 )
Partiel)

1) Montrer que (Q[oc];+) est groupe commutatif.
2) Montrer que Q[a] est une partie stable de (C;x).
3) a- Montrer que (V(a;b)e Q>—{(0,0)});a2—ab+b2=0.
b- Montrer que (V(a;b)e Q?);a+ba =0 < (a;b) =(0;0).(remarquer que oag Q)
c- Vérifier que I'inverse de tout élément a+bo de (Q[oc])* est:
a-b -b
a’—ab+b? * a’—ab+b? ¢
4) Montrer que (Q [oc];+;x) est un corps commutatif.
Partie Il)

0 1 10 00
On pose A = ;L= ;0,= et
-1 -1 01 00

F={M(a;b)=(_ab aEbJ=aIZ+bA/(a;b)G QZ}-

1) Vérifier que A2+ A +1, =0, et déduire que A est inversible.
2) Soient fI’application f: Q[(x] —F
a+ba = M(a;b)=al, +bA.
a- Montrer que f est une bijection .
b- Montrer que f est un homomorphisme de (Q[a];+) vers (F;+).

c- Montrer que f est un homomorphisme de (Q[a];x) vers (F;x).

d- Déduire la structure de (F;+;X%).
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3)Onprend o = j ’=e17=_—+i— .
)Onp i > 2)

Déterminer la matrice A*'® (onrappelle que j’ =let 1+ j+j2=0)

Exercice 2) 2 points.

4" =1[3]
1) Montrer que (Vne N);

4 =117]
2) Montrer que 4 = 1[29].
3) Résoudre dans N I’équation de congruence suivante 4" 51[5].

4) Déduire quatre diviseurs premiers positifs de 4** —1.
5) Soit p un nombre premier tel que p>3 . 2/4
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a- Montrer que (3ne N')/4" =1[p].
b- Soit m le plus petit entier naturel non nul vérifiant 4™ =1[p].
Montrer que p—1=0[m].

Exercice 3) 3.5 points

Dans tout I’exercice on considére un nombre complexe a différentde1;iet—i .
Partie l)

On considére I'équation (E):iz2+(1-i)(1+a)z—(a2+1)=0.

1) Vérifier que le discriminant de cette équation est A =2i(a—1)2.

2) Déterminer z, et z, les deux solutionsde (E) .

3) Etablir que z,z, # 0 et montrer que z, #7,.

Partie Il)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O;ii; V).
a+i)—ai
On consideére les points A(a) ; B(a+i) ; C(1+ai) ;D((a+i)? et E(L)
—i
1) Déterminer I'’ensemble des points A(a) pour lesquels les points O ;B et Csont
alignés.

. . T sz .
2) Montrer que C est I'image de A par une rotation d’angle > de centre a déterminer.

3) On suppose dans ce qui suit que |a|=1 et que a2—1=(1-2i)a.

a- Vérifierque A#D ; A#E et D2E.
b- Montrer que ADE est un triangle rectangle isocéleen E.
c- Montrer que les points O; A ; D et E sont cocycliques.

Exercice 4) 6.5 points.

Partie l)

1
Soit pour tout n de N* la fonction définie par h (x) = x+n(—l+ilnx).

1) Etudier les variations de h_.
2) Montrer que I’équation h_ (x) =0 admet une seule solution u, dans ]0;+<>o[ et que
1<u, <e2.
3) Montrer que la suite (u ) ,, est convergente et que lim u =e?.
- n—+oo
4) Déterminer nlgllmn(ln(un)—Z) et nILrI\wQ/I
Partie Il)
. . g s 2x—Inx
Soit la fonction définie par f(x)=—————
2Vx
1) Etudier les branches infinies de la courbe (C) de f.
2) Montrer que f est dérivable sur ]0;+co[ et que le signe de f'(x) sur ]0;+oo[ est celui
de h,(x).
2]
3) a- Montrer quej —dx 2\/5 2 et I de 2\/51n2—4\/5+4
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b- Déduire la limite de la suite (S,),,, définie par (Vn2>1);S, = 1Z:f(nil_k) .
n n

k=0

Partie lll)

. . L Vo =h,(v,)=v, +3;n2>0
Soit la suite (v, ), ,, définie par (Vn 2= 0); .
N v, >1
1) a- Vérifier que ((Vne N);v ., =1+In(v,))
b-Déduire que (Vne N);v_>1.
2)a- En utilisant le théoréme des accroissements finis ;montrer que (Vx> 1);lnx<x-1

n+l

b-Déduire que (v,), ., est convergente.
3) Déterminer lim v, .

n—+oo

Exercice 5) 3.5points.

t
Soit la fonction définie par F(x) = Ll %dt.
1) Montrer que le domaine de définition de F est D, = |1;+o] .
1
2) a- Montrer que (Vx € ]l;e[) ;F(x) < x(l—l—) .
nx

b- Déduire lim F(x) .

x—1*

X—e

(Inx)?

3) a- Montrer que (Vxe ]e;+oo[);F(x) >

b- Déduire lim F(x)

X—>+oo

4) a- Montrer que F est dérivable sur [1;+oo[ et déterminer F'(x) pour tout x de [1;+o[ .
b- Donner le tableau de variation de F.
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